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L6sung

Frage A: 10

Frage B: 16796
Losungsweg von Frage A

Da keine Glasplatten auf vier Stangen gleichzeitig befestigt werden koénnen,
werden ausschlieBlich dreieckige Platten verwandt. Daher wird Frage A zu:

Wie viele dreieckige Platten benotigt man, um einen 12-eckigen
Platz zu iiberdachen?

Man kann es einfach ausprobieren und ein 12-Eck durch Einzeichnen von
Diagonalen zerlegen und erhélt 10 Dreiecke. Beweisen kann man das mit
Induktion.

Behauptung:

Ein n-Eck kann in (n — 2) Dreiecke zerlegt werden.

Induktionsanfang:
e n = 3: Das Dreieck wird in 3 — 2 = 1 Dreiecke zerlegt.
e n = 4: Das Viereck wird in 4 — 2 = 2 Dreiecke zerlegt.
Induktionsvoraussetzung:

Fiir k-Ecke mit 3 < k < n gilt die Behauptung.

Induktionsbehauptung:
Die Aussage gilt dann auch fiir n + 1.

Beweis des Induktionsschrittes:

In einer Zerlegung eines (n+1)-Ecks in Dreiecke gibt es eine Diagonale. Diese
zerlegt das (n + 1)-Eck in zwei kleinere Polygone, ein r-Eck und ein [-Eck
mit r <nund! <n.Esgilt r+1 = (n+1)+2, da die Enden der Diagonalen
doppelt gezdhlt werden (die Diagonale ist sowohl Seite eines Dreiecks des
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r-Ecks als auch des [-Ecks). Die Zerlegung des r- bzw. [-Ecks besteht nach
Induktionsvoraussetzung aus r — 2 bzw. [ — 2 Dreiecken. Also ist die Anzahl
der Dreiecke in der Zerlegung des (n + 1)-Ecks:

r—=2)+(l-2)=r+l—-4=Mn+1)+2—-4=(n+1)—2.

Losungsweg von Frage B:
Geschichtliches

Entdeckt (besser gesagt: erstmals als Losung eines Problems dokumentiert)
wurden die Catalan-Zahlen von Leonhard Euler!. Er versuchte, eine allge-
meine Formel fiir folgendes Problem zu finden:

Bestimme die Anzahl der Dreieckszerlegungen eines kon-
vexen (n+2)-Ecks durch n—1 sich nicht schneidende Dia-
gonalen. |...]

Thren Namen haben sie nach Eugene Catalan (1814-1894), einem belgischen
Mathematiker [...].2

Beweisidee der Formel

Man muss hier abermals das n-Eck zerlegen. Diesmal nimmt man nicht eine
Diagonale, sondern ein Dreieck, um es zu zerlegen. Wahle dazu zunéchst ein
feste Kante des dufleren n-Fcks. In jeder Zerlegung des n-Ecks in Dreiecke
liegt die gewéhlte Kante in einem Dreieck, das von der gewédhlten Kante und
einer nicht auf der Kante liegenden Ecke des n-Ecks gebildet wird. Von dieser
Art Dreieck — gewéhlte Kante mit anderer Ecke — gibt es genau (n—2) Stiick.
Diese Dreiecke zerlegen das n-Eck

e entweder in das gewihlte Dreieck und ein (n — 1)-Eck,
e oder in ein k-Eck, das gewihlte Dreieck und ein (n — k + 1)-Eck. ?

Somit erhdlt man n — 2 disjunkte Familien von Zerlegungen. Da in jeder
Zerlegung des n-Ecks genau ein Dreieck die gewéahlte Kante enthélt, kann

Leonhard Euler (1707 - 1783) war einer der bedeutendsten Mathematiker.
2Zitiert nach: http://matheplanet.com
3 Analog zum Vorgehen bei Frage A wird hier eine Ecke doppelt gezihlt.
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man jede Zerlegung eindeutig einer der Familien zuordnen — somit geht keine
verloren und keine wird doppelt gezihlt. Bezeichne nun mit Z(n) die Anzahl
der Zerlegungen eines n-Ecks in Dreiecke. Die Anzahl der Zerlegungen, die
aus dem gewéhlten Dreieck und einem (n— 1)-Eck bestehen ist also Z(n—1),
die Anzahl der Zerlegungen, die aus einem k-Eck, dem gew&hlten Dreieck und
einem (n—k+1)-Eck bestehen ist Z(k)-Z(n—k+1), da man jede Zerlegung
des k-Ecks mit jeder Zerlegung des (n — k + 1)-Ecks zu einer Zerlegung des
n-Ecks kombinieren kann.

Z(K) Z(n-k+1)

Abbildung 1: Zerlegungen eines n-Ecks in kleinere Polygone mittels speziellen
Dreiecken.

Mit dieser Art der Teilung des n-Ecks in kleinere Polygone erhélt man fiir
kleine n-Ecke folgende Werte:

Z3)=1 Ein Dreieck ist ein Dreieck!

Es gibt zwei Familien von Zerlegungen,
die jeweils eine Zerlegung enthalten.

Es gibt drei Familien: Zwei zerlegen das

5-Eck in ein Dreieck und ein Viereck
ZB)=2Z2(4)+Z(3)-Z(3)+ Z(4
(5) (4)+2(3)- 2(3) + 2(4) und eine zerlegt das 5-Eck in drei Drei-

ecke.

Es resultiert fiir die Anzahl Z(n) der Zerlegungen eines n-Ecks folgende all-
gemeine Rekursionsformel (rekursive Bestimmung der Catalan-Zahlen)

Z3) =1
Zn) = Zn—-1)+Z(n—-2)-Z3)+Z(n—3)-Z(4) +...
+2(4)-Z(n—3)+Z(3)-Z(n—2)+ Z(n—1)

Fiir die Catalan-Zahlen gilt ¢, = Z(n + 2).

3
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Um die Anzahl der Zerlegungen des 12-Ecks zu berechnen, muss man nun
noch Z(k) fur k=3,...,12 bzw. C(l) fur I = 1,...,10 ausrechnen:

Z(3) = 1

Z(4) = Z(B3)+Z(3)=1+1=2

Z(5) = ZA)+Z(3)*Z(3)+ Z(4)=24+1+2=5

26) = Z(B)+ZA)*xZ(B3)+Z(3)«Z(4)+ Z(5) =5+2+2+5 =14



